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Tisztelt Kollégak!

A tanév elején kaptam az aldbbi
irdst egy magyarorszagi, nem mate-
matika-szakos kollégatol, amelyben
kozreadja egy sejtését a természetes
szamok hatvanyainak sorozat-osz-
szeggé alakitasardl. Tudom, az itt leir-
tak némelyike kozismert 6sszefiiggés.
Példaul: n darab egymast kovetd pa-
ratlan szam Osszege az n szam kobé-
vel egyenld. Ezt az tigyesebb tanulok
(babszemekkel) szemléletesen is tud-
jak igazolni. Az is kéztudott, hogy n
darab egymast kovet6 (vagy egymast
»azonos ritmusban” kovetd) termé-
szetes szam Osszege a kozépsd szam
n-szeresével egyenld, és az sem gond,
ha n paros, mert ebben az esetben a
kozéps6é szam ,valamennyi egész 5
tized”, amelynek parosszdm-szorosa
biztosan természetes szam. A szerzd
azonban nem elégszik meg a szamok
négyzetével és kobével: tovabb 1ép,
és altalanosan hasznalhato képletet
talal minden hatvanykitevére. Igaz,
mindezt csak sejtés szintjén. Ezt 6 is
érzi, ezért irasa végén foltesz egy kér-
dést, amelyre valaszt var. Aki egzakt
moddon tud és szeretne valaszolni,
kérem, juttassa el irasat a cimemre
(Sladkovi¢ova 5, 937 01 Zeliezovce
vagy e-mailben: horvath.geza@
slovanet.sk)!

Horvith Géza

Valamikor a 90-es évek elején le-
hetett; oly rég, hogy személyi szami-
togép még nem is volt, rendkiviil ér-
dekes Osszefiiggést talaltam az egész
szamok hatvanyai, illetve meghata-
rozé szamu paratlan szam Osszege
kozott. Nevezetesen azt, hogy a ter-
mészetes szamok pozitiv egész hatva-
nyai felirhatok egymast kovetd parat-
lan szamok Gsszegeként tgy, hogy az
alapbdl és a hatvanykitevébdl ponto-
san megadhatd a sorozat els6 eleme,
és a sorozat tagjainak darabszama is.
Az 6sszefuiggésre a harmadik hatvany
szdmpiramisa vezetett ra. Ime:

Jol lathato, hogy ahol az egyik so-
rozat befejezddik, ott kezdédik el a
masik; ebb6l adddik, hogy a sorozat
els6 tagja mindig mas szam. Ugyanez
a sorozat paros hatvanyok esetében
minden esetben 1-gyel fog kezdddni.
Tekintsiik meg a 2. hatvany szampi-
ramisat, hogy lathaté legyen a kii-
1onbség:

A két szampiramist vizsgalva szem-
betlinik, hogy a masodik hatvany
kovetkezé eleme mindig a sorozat
kovetkezd szamaval nagyobb az els-
z6nél (pl. 9> =81, 64 + 17 = 81, ahol a
17 a kovetkez sorozat utolso eleme.

Ezek utan arra a kovetkeztetésre
jutottam, hogy kell lennie egy logi-
kus és kiszamithato Osszefiiggésnek
a sorozatok elemeit tekintve; illetve
arra is, hogy mas matematikai tor-
vényszerliség vonatkozik a pdros
hatvanyokra, és mads a paratlanokra.
Megvizsgalva a sorozat szabalyait
magasabb hatvanykitevokkel is, az
alabbi feltételezést fogalmaztam meg:
1. A paros szamok esete
Minden n természetes szam x-edik
paros hatvénya felirhaté olyan egy-
mast kovetd paratlan természetes
szamokbol allo sorozat tagjainak 9sz-
szegeként, ahol a sorozat elsé tagja:
a, = 1 és a sorozat tagjainak szdma
n*?, Képlettel kifejezve: n*=1+3 + ...
+a,ahol z=n"2,

2. A paratlan szamok esete
Minden n természetes szam y-odik
paratlan hatvanya felirhaté olyan

egymast kovet paratlan természe-
tes szamokbol allo sorozat tagjainak
Osszegeként, amelyben a sorozat elsé
tagja:a, =n’ - ni+ 1,aholp +g=y
és p - q = 1; a sorozat tagjainak szama
pedig n -2 Képlettel kifejezve: n’ =
a, + .. + a, ahol v a sorozat utols6
tagjat jelold szam: v = n¥ -2

Megjegyzés: a paratlan szamok ese-
tére megadott a, = n* — n? + 1 képlet
a paros szamokra is alkalmazhato, itt
viszont figyelembe kell venni, hogy
p=q=x/2,tehata =1.

A fenti képletek ,,mikodSképessé-
gét” igazoland¢ vizsgaljuk meg az 1,
2, 3 és 4 természetes szamok hatva-
nyait.

a) Az emlitett szamok nulladik hat-
vanya:

Mivel a 0 paros szam, ezért a sorozat
elsé tagja 1. A sorozat tagjainak szd-
ma n”* = n® = 1, tehat az eredmény
mindig 1 lesz. A természetes szamok
nulladik hatvanya valéban mindig
1-gyel egyenld.

b) Az emlitett szamok els6 hatvanya:
Az 1 paratlan szdm, ezért a sorozat
elsd tagja az a = n* — n? + 1 képlet-
tel szamithatd ki, ahol p + g =1 és
p-q=1,tehatp=1¢ésq=0. A soro-
zat tagjainak szdma: n'' -2 =n = 1.

Ha n = 1, akkor 1' = g =
1'-1°+1=1.
Han=2,akkor21—a1=
20204 1=2.
Ha n = 3, akkor 3' = a, =
31-3°+1=3.
Han:4,akkor41—a1:
4' -4+ 1=4.

Erdekesség, hogy eredményként
nem sorozatot kapunk, hanem magat
az adott természetes szamot. Am ez
csak latszdlag jelent kivételt, hiszen
ugy is fogalmazhatunk, hogy 2' =
1+1;3'=1+1+1stb.
¢) Az adott szamok masodik hatva-
nya:

A 2 péros szdm, tehit a = 1, és a so-
rozat tagjainak szdma: n*? = n.
Han= l,akkorlzzalzl.
Han:2,akkor22:al+a2: 1+3=4.
Ha n = 3, akkor 3* = a + a, + a=
1+3+5=09.
Han=4,akkor4’=a +a, +a,+a,=
1+3+5+7=16.



Feltételezésiink az 1, 2, 3, 4 hat-
vanyalapokra a masodik hatvany ese-
tében is igaznak bizonyult.

d) Az adott szamok harmadik hatva-
nya:

a, = n’ — n? + 1 képlettel szdmithato
ki,aholp+q=3ésp-gq=1,tehatp=
2 és q = 1. A sorozat tagjainak szdma:
n(3—l)/2 — nl =n.

Han=1,akkor I’=a =1.
Han=2,akkor2’=a,+a,=3+5=8.

Han=3,akkor 3’ =a +a, +a=
7+9+11=27.

Ha n = 4, akkor 4’ = a, + a, +
a,+a,=13+15+17+19 = 64.

Feltételezésiink az 1, 2, 3, 4 hat-
vanyalapokra a harmadik hatvany
esetében is igaznak bizonyult.

(H. G. megj.: A szerz hasonlo rész-
letességgel vezeti le az adott szdmok
negyedik, 6todik és hatodik hatvanyat
is; ennek részletes ismertetésétol most
eltekintiink.)

A fent bemutatott matematikai
jelenséget elGszor irogéppel rogzi-
tettem, majd eltettem, és sokaig a
fiokom mélyén pihent. Par évvel ez-
el6tt, mar a fejlettebb szamitogépes
processzorok idejében megkértem
egy kollégat (Kemenes Tamast, a vaci
Boronkay Gyorgy Gimndzium ma-
tematika—szamitastechnika—rajz-
szakos tanarat), hogy hozzon létre
egy programot, amely a megadott
algoritmus szerint szamolva nagyobb
szamok esetén is ellendrizni tudja a
feltevést. Ez 20 szamjegy nagysagren-
dig sikeriilt is, de klasszikus matema-
tikai bizonyitast nem tudott ra talalni.
(En meg sem probaltam, hiszen nem
vagyok matematikus, csak szeretek
jatszani a szamokkal.) Egy amerikai
matematikust megkértem, forditsa le
angolra az irdsomat, meg is tette, de
6 sem tudott matematikai bizonyitas-
sal szolgalni hozza. Adott a kérdés:
van egy képlet, amely segitségével
a hatvanyozas sorozat-Osszeadassa
konvertalhat6. Lehet-e a matemati-
ka egzakt modszereivel bizonyitani
igazsagat? Legyen hat ez a feltevés
egy kihivéds, ami a bizonyithatosagot,
illetve a gyakorlati alkalmazast illeti.
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Bizonyira mindnydjan kaptunk mar
olyan reklam e-mailt, melynek feladdja
mar a targyban biztositott minket arrol,
hogy megtaldlta a hatékony nyelvtanulds
kulcsat, egy olyan modszert, melynek se-
gitségével zavarba ejtéen rovid id6 alatt,
mindenféle kiilonosebb nehézség nél-
kiil tanulhatunk meg barmilyen idegen
nyelvet. Ha netan mégsem kaptunk még
ilyen e-mailt, az internetet bongészve
biztosan taldlkoztunk mar hasonlo tar-
talmu felugré ablakokkal, vagy legalabb
valamelyik oldalsavban megjelend, villo-
g6 reklamokkal. Olykor még a modszer
hatékonysagat igazold videofelvételhez
is talalunk hivatkozast, melynek hatésa-
ra el is gondolkodunk azon, hogy ebben
a (csoda)modszerben talan tényleg van
valami. Aztdn felmeriil benniink a kérdés,
hogy ha létezik ilyen médszer, miért nem
ezt hasznaljak az iskolakban? Miutan be-
latjuk, hogy azért, mert ilyen modszer
nincs, szerte is foszlik a frissen kialakult
alomképiink, melyben a nyari kirandula-
son mar a latogatott orszag nyelvén beszé-
link majd a helyiekkel. De akkor mégis
hogyan kezdjiink neki egy idegen nyelv
elsajatitasahoz?

A nyelvtanulast talan annak a ténynek
a fel- és beismerésével érdemes kezdeni,
hogy nem létezik tokéletes modszer. Az
idegen nyelv - csaktgy, mint barmilyen
mas jellegli tudas — nem fog csak ugy a
fejinkbe szallni, hidba fizetiink csillaga-
szati Osszegeket a széles korben reklamo-
zott modszerekért, hidba iratkozunk be
ebbe vagy abba a nyelviskolaba. Az ide-
gen nyelv elsajatitasanak sikeressége ma
is ugyanazoktdl a tényezdktdl fiigg, mint
tegnap fiiggott, és amelyektél holnap is
figgni fog. Motivacio, cél, belefektetett
id6 és energia, képességeink és adottsaga-
ink, akaraterd és onbizalom, a lehet6ség,
hogy koriilvegyiik magunkat az idegen
nyelvvel... a lista nagyon hosszu. Nincs
tehét fekete-fehér valasz arra a kérdésre,
hogy a szamtalan modszer koziil melyik
a legjobb? Dehogynem: az, amelyik szd-
munkra hasznos, amelyik segitségével
valéban megtanuljuk az dhitott idegen
nyelvet. Azt viszont ne vérjuk, hogy egy
online kérdéiv kitoltése utan a mddszer
neve villogd betlikkel megjelenik a kép-
erny6n. Ha tényleg komolyan gondoljuk
a nyelvtanulast, els6 1épésként érdemes
alaposan attekinteniink a nyelvtanulas
modszereinek széles spektrumat. Fontos,
hogy probaljuk meg kizarni el6itélete-
inket egy-egy adott mddszert illetéen,
ugyanis nagy a valoszintisége, hogy a tobb
modszer technikdibdl sajat magunk altal

»0sszegyurt” modszer lesz szamunkra a
leghatékonyabb.

Ami a nyelvtanuldssal kapcsolatos gya-
kori kifogasokat illeti:
= Idegen nyelveket gyerekkorban kell ta-
nulni, minél 6regebbek vagyunk, annal
nehezebben megy a nyelvtanulas — renge-
teg kutatas és tanulmany kimutatta, hogy
ez a megallapitas nem tobb mint tévhit.
= Nincs meg a genetikai adottsigom -
szintén tévhit.
= Rossz a memoriam a sok uj széhoz - a
memoria fejleszthetd, tovabba tobb, in-
gyenesen elérhet6 alkalmazas létezik, me-
lyek segitségével szorakozva bévithetjitk
a szokincstinket (pl. www.memrise.com)
= Nem tudok kiilféldre utazni - szintén
tévhit, hogy az idegen nyelv egyetlen,
vagy legalabbis leghatékonyabb elsajatita-
sanak modja az, ha az adott nyelvet beszé-
16 orszagba koltoziink.
= Félek hibasan beszélni - megjegyez-
hetnénk, hogy nem létezik nyelvtanulas
hibas beszéd nélkiil, de egyszertibb, ha
ebben az esetben feltessziik magunknak a
kérdést: akarok én egyaltalan idegen nyel-
vet tanulni? Ha valaszunk igen, valdszi-
ntileg gyorsan jon majd a felismerés, hogy
a hibaktol valo félelem nem lehet kifogas.

A nyelvtanulashoz tehat egyszerti kér-
dések feltevésével alljunk hozza: miért és
mi célbdl akarok nyelvet tanulni?, a le-
hetéségeimet akarom szélesiteni, esetleg
ismerkedni idegen kulttrakkal?, meny-
nyi id6t és energiat tudok nyelvtanulasra
szanni?, milyen stilusban szeretek tanul-
ni?, szeretek nyelvtanozni?, vagy inkabb
a nyelvvel val6 gyakori érintkezésbdl sze-
retek mintdkat megjegyezni?, szeretem a
szolistakat?, vagy inkabb a kontextusbol
szeretem megismerni a szavak jelentését?,
konyvet olvasni vagy filmet nézni len-
ne szamomra szorakoztatobb az idegen
nyelven?, autodidakta modon szeretek
tanulni a sajat tempomban, vagy inkabb
csoportosan, ahol a tagok és a kiadott
feladatok (is) motivalnak? Az alapvetd
kérdések megvalaszoldsanal fontos, hogy
ne ragaszkodjunk abszolutista moédon
valaszainkhoz. A nyelvtanulds modszere
egyénre szabva sincs kébe vésve. Ahogy
fejlédiink és valtozunk, ugy fejlédnek a
képességeink is, és ezekhez mérten val-
tozhatnak a fenti kérdésekre adott vala-
szaink is. Ha mindenképp tandcsot kel-
lene adnom nyelvtanulas terén, talan a
kovetkezot javasolnam: tdjékozodjunk,
legytink nyitottak és alakitsuk ki egyéni
modszeriink.
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