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A tantárgyi és tantervi reformok 
nemcsak haszonnal járnak. Olykor a 
gyermeket is kiöntjük a fürdővízzel. 
Az utóbbi valahány év vesztese két-
ségtelenül az alapiskolai geometria-
oktatás volt. A szerkesztési feladatok 
elsajáttítatására alig marad idő. Ezt az 
országos tesztelés sem tudja megbíz-
hatóan mérni, ezért nem csoda, ha a 
pedagógusok sem éreznek elegendő 
motivációt a mértani szerkesztések 
tanításához. Ám a geometriának an-
nak a részével sincs minden rendben, 
amely számításokhoz kapcsolódik. 
Nevezzük ezt most az egyszerűség 
kedvéért numerikus geometriának! 
A matematikatanár itt két akadályba 
ütközik. Az egyik az, hogy az alsó ta-
gozatból fellépőknek sokkal kevesebb 
fogalmuk van a négy számtani alap-
műveletről, mint korábban, holott a 
legegyszerűbb geometriai képletben 
is legalább egy szorzás előfordul. A 
másik az, hogy a kerület-, terület-, tér-
fogat- és felszínképletekkel túl későn 
találkoznak a tanulók. Tovább nehezíti 
a gördülékeny tanulást/oktatást, hogy 
a hatványok fogalma és az ezt felhasz-
náló Pitagorasz-tétel kilencedikben (!) 
hangzik el először.

kell-e „magolni” a TerüleT-  
és TérfogaTképleTekeT?

HorVáTH géza

 Az egykor pihentetőnek szánt geo-
metriaóra ma kapkodásra készteti a pe-
dagógust, magolásra a tanulót. Olyan 
vélemények is elhangzanak, hogy a 
síkidomok kerület- és területképleteit, 
valamint a mértani testek térfogat- és 
felszínképleteit nem kell megjegyez-
ni, hiszen ezek bármikor kiolvashatók 
egy táblázatból. Nem tudom, hogy fo-
gadná egy középiskolai matematikata-
nár, ha diákjai az internetről vagy egy 
táblázatból néznének utána, hogy mi-
lyen képlettel számíthatják ki a négy-
zet területét vagy a henger térfogatát. 
Maradjunk tehát abban, hogy ezeket a 
képleteket illik megjegyezni. De nem 
„bebiflázni”! Nem különállóan létező 
„szimbólumtengert” kell látnunk és 
láttatnunk bennük; sokkal hasznosít-
hatóbb tudást nyújtunk, ha a köztük 
föllelhető összefüggéseket tárjuk fel. 
A kerület- és a felszínképletek eseté-
ben viszonylag egyszerűbb a helyzet, 
hiszen a kerület és a felszín fogalma 
könnyebben képzelhető el, mint a te-
rületé és a térfogaté. (A kerület a sík-
idomot határoló vonal hossza, a felszín 
pedig a testet határoló felület területe.)

 A terület és térfogat fogalma nem 
ennyire szemléletes. Kezdetben segít-

het a négyzetrács és az átdarabolás. 
Később azonban a négyzetrács hasz-
nálata mesterkéltté, erőszakolttá vál-
hat. Az átdarabolás is inkább egy-egy 
képlet levezetésénél vagy bizonyítá-
sánál segíthet, a képlet rögzítésénél/
megjegyzésénél már kevesebb szere-
pet játszik. Van azonban két általános, 
a tankönyveinkből teljesen hiányzó 
összefüggés. Az egyik a síkidomok-
ra vonatkozik: a síkidom területe két, 
egymásra merőleges szakasz hosszának 
szorzata. A másik a mértani testekre 
igaz: a mértani test térfogata három, 
páronként egymásra merőleges szakasz 
hosszának szorzata. Ezek a szakaszok 
olykor nagyon is szemléletes, „kézzel 
fogható”, nevezetes vonalak. A négy-
zet és a téglalap esetében két szom-
szédos oldal, a paralelogrammánál 
az oldal és a hozzá tartozó magasság, 
a háromszögnél az egyik oldal és a 
hozzá tartozó magasság fele, a trapéz 
esetében a középvonal és a magasság 
(ahol – természetesen – a középvonal 
hossza a két alap hosszának átlaga). 
Átdarabolással is könnyen bizonyít-
ható, hogy a rombusz területe az egyik 
átló és a másik, rá merőleges félátló 
hosszának szorzatával egyenlő. A kör 



maTemaTika

esetében sem kell kétségbe esnünk; az 
összefüggés itt is igaz: az egyik szakasz 
a kör egyik sugara, a másik egy olyan 
szakasz, amely erre merőleges, és hosz-
sza a sugár hosszának π-szerese (azaz 
a kör félkerülete). Ezt az összefüggést 
érdemes egy szerkesztési feladattal is 
megerősítenünk. Szerkesszünk olyan 
téglalapot, amelynek egyik oldala a 
kör sugarával egyenlő, területe pedig 
megegyezik a kör területével! (Mivel a 
π értéke nem fejezhető ki valós szám-
mal, természetesen kerekítenünk kell.)

a térfogatot. (A kocka és a téglatest 
esetében – természetesen – szemléle-
tesebb, ha három, egy csúcsból kiin-
duló él szorzatáról beszélünk.) A gúla 
és a kúp esetében az alaplap területe 
és az alaplapra merőleges magasság 
harmadának szorzata lesz egyenlő a 
térfogattal. A gömb térfogatát meg-
határozó három, egymásra merőle-
ges szakasz közül kettőnek a hossza a 
gömb sugarával egyenlő, a harmadiké 
pedig a sugár hosszának 4/3π-szorosa. 
A térfogatképletek megjegyzése során 
segíthet, ha tudatosítjuk, hogy a térfo-
gatképlet mindig felbontható három 
(egymásra páronként merőleges) sza-
kasz hosszának szorzatára.

 Jórészt „tantervi ügyetlenségnek” 
tudható be a hasáb térfogatának és fel-
színének oktatásánál jelentkező prob-
léma. Ugyanis nálunk a tanulók koráb-
ban találkoznak a hasáb fogalmával, 
mint a Pitagorasz-tétellel. Ennek az a 
legfájóbb következménye, hogy a ta-
nulók a négyzet alapú hasábon (négy-
zetes oszlopon) és a téglalap alapú 
hasábon (téglatesten) kívül csak a pa-
ralelogramma alapú hasábnak tudják 
egy feladaton belül kiszámítani a térfo-
gatát és a felszínét is, hiszen a paralelo-
gramma egyértelműen megadható két 
oldalával és az egyik oldalához tartozó 
magasságával. Mivel a felszínhez szük-
ség van az alaplap kerületére és terüle-
tére is, a háromszög- és a trapézalapú 
hasábok felszínét nem tudják kiszámí-
tani, annak ellenére, hogy mindkét sík-
idomnak ismerik a kerület- és terület-
képleteit. Ennek az az oka, hogy sem a 

háromszöget, sem a trapézt nem lehet 
úgy megadni, hogy ehhez minden ada-
tunk rendelkezésre álljon. Ha ismerjük 
a háromszög három oldalának vagy a 
trapéz négy oldalának hosszát (ami 
kell a kerülethez), akkor nem ismerjük 
a magasságát.

 Tanulóink az alapiskolában nem ta-
lálkoznak sem a szögfüggvények, sem 
a vektorok fogalmával. Középiskolás-
sá válva ismerkednek meg a vektorok 
skaláris és vektoriális szorzatával. Gya-
nítom, nem kapnak rá elegendő időt, 
hogy önállóan is fölfedezhessék – pél-
dául – azt, hogy a paralelogramma te-
rülete nem más, mint az oldalait meg-
határozó vektorok vektoriális szorzata. 
Azonban ha alapiskolai tanulmányaik 
során kellő mélységgel rögzítették, 
hogy a síkidom területe mindig két, 
egymásra merőleges szakasz hosszá-
nak szorzata, akkor talán egy lépéssel 
közelebb kerülhetnek annak megér-
téséhez, hogy az alapiskolában meg-
ismert T = a  ∙ ma képlet ekvivalens a 
T  =  |a  x  b| képlettel. (Ha a paralelo-
gramma a és b oldala α szöget zár be 
egymással, akkor m = b  ∙  sinα. Ebből 
a paralelogramma területe a ∙ b ∙ sinα, 
ami a definíció értelmében megegye-
zik az |a x b| vektoriális szorzattal.)

 Tudom, az összefüggések fölfedez-
tetésére nincs mindig idő. De legalább 
arra szánjunk rá nyolcadikban–kilen-
cedikben néhány percet, hogy rávi-
lágítsunk ezekre a matematikai érde-
kességekre! A rácsodálkozás olykor 
hasonló örömet szerezhet, mint az 
önálló fölfedezés.

 Az alapiskolában tárgyalt összes te-
rületképlet (a kör területét leszámítva) 
levezethető a trapéz területképletéből. 
Ez egy jó alkalom arra, hogy megmu-
tassuk a geometria és az algebra kap-
csolatát. Ha a trapéz egyik alapja a, 

másik alapja c, magassága pedig m, ak-
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képlettel számíthatjuk ki. A levezeté-
seket az ügyesebb tanulók önállóan 
is elvégezhetik. A négyzet esetében a 
c és az m változók helyébe is a kerül, 
a téglalapnál a c helyébe a-t, az m he-
lyébe b-t kell írnunk, hogy rendezés 
után a szokásos jelölést használó kép-
letet kapjuk. A paralelogramma terü-
letének levezetéséhez elég a c helyébe 
a-t írnunk. A négyzet, a téglalap és a 
paralelogramma különleges trapéz, 
tehát nincs mit csodálkoznunk azon, 
hogy mindegyikre igaz a trapéz terü-
letképlete. Annál meglepőbb, hogy 
a háromszög területe is levezethető a 
trapézéból. A háromszög nem trapéz, 
de tekinthető egy olyan elfajuló tra-
péznak, amelynek az egyik alapja 0 
hosszúságú. Ezért a c helyébe 0-t, az m 
helyébe ma-t írva megkapjuk a három-
szög területképletét.

 A testek térfogatára vonatkozó ál-
talános összefüggést így is megfo-
galmazhatjuk: „A test térfogata egy 
síkidom területének és a síkidomra me-
rőleges szakasz hosszának szorzatával 
egyenlő.” Mivel a síkidom területe két 
egymásra merőleges szakasz hosszá-
nak szorzata, ezért ez a mondat egyen-
értékű a korábban már leírt mondattal. 
A kocka, a téglatest, az egyenes hasáb 
és a körhenger esetében egy lap (alap-
lap) területe és a rá merőleges szakasz 
(oldalél vagy magasság) szorzata adja 


