HORVATH GEZA

A tantdrgyi és tantervi reformok
nemcsak haszonnal jarnak. Olykor a
gyermeket is kiontjik a fiird6vizzel.
Az utdbbi valahany év vesztese két-
ségteleniil az alapiskolai geometria-
oktatas volt. A szerkesztési feladatok
elsajattitatasara alig marad id6. Ezt az
orszagos tesztelés sem tudja megbiz-
hatéan mérni, ezért nem csoda, ha a
pedagogusok sem éreznek elegendd
motivaciot a mértani szerkesztések
tanitdsdhoz. Am a geometridnak an-
nak a részével sincs minden rendben,
amely szamitasokhoz kapcsolodik.
Nevezzilk ezt most az egyszerliség
kedvéért numerikus geometridnak!
A matematikatanar itt két akadalyba
ttkozik. Az egyik az, hogy az alsé ta-
gozatbol fellépbknek sokkal kevesebb
fogalmuk van a négy szamtani alap-
muveletrél, mint kordbban, holott a
legegyszertibb geometriai képletben
is legaldbb egy szorzas el6fordul. A
masik az, hogy a keriilet-, terilet-, tér-
fogat- és felszinképletekkel tul késén
talalkoznak a tanulok. Tovébb neheziti
a gordiilékeny tanulast/oktatast, hogy
a hatvanyok fogalma és az ezt felhasz-
nalé Pitagorasz-tétel kilencedikben (!)
hangzik el el6szor.

Az egykor pihentetének szant geo-
metriadra makapkodasrakésztetia pe-
dagdgust, magolasra a tanulot. Olyan
vélemények is elhangzanak, hogy a
sikidomok keriilet- és teriiletképleteit,
valamint a mértani testek térfogat- és
felszinképleteit nem kell megjegyez-
ni, hiszen ezek barmikor kiolvashatok
egy tablazatbol. Nem tudom, hogy fo-
gadnd egy kozépiskolai matematikata-
nar, ha didkjai az internetrdl vagy egy
tablazatbol néznének utana, hogy mi-
lyen képlettel szamithatjak ki a négy-
zet teriiletét vagy a henger térfogatat.
Maradjunk tehat abban, hogy ezeket a
képleteket illik megjegyezni. De nem
,,bebifldizni”! Nem kiilonalléan 1étezd
»szimbdlumtengert” kell latnunk és
lattatnunk benntuik; sokkal hasznosit-
hatébb tudast nydjtunk, ha a koztitk
follelheté osszefiiggéseket tarjuk fel.
A kertilet- és a felszinképletek eseté-
ben viszonylag egyszertibb a helyzet,
hiszen a keriilet és a felszin fogalma
konnyebben képzelhetd el, mint a te-
rilleté és a térfogaté. (A kertilet a sik-
idomot hatarol6 vonal hossza, a felszin
pedig a testet hatarolo feliilet teriilete.)

A teriilet és térfogat fogalma nem
ennyire szemléletes. Kezdetben segit-

het a négyzetracs és az atdarabolds.
Késobb azonban a négyzetracs hasz-
nalata mesterkéltté, erészakolttd val-
hat. Az atdarabolds is inkabb egy-egy
képlet levezetésénél vagy bizonyita-
sanal segithet, a képlet rogzitésénél/
megjegyzésénél mar kevesebb szere-
pet jatszik. Van azonban két altalanos,
a tankoényveinkbdl teljesen hidnyzd
Osszefiiggés. Az egyik a sikidomok-
ra vonatkozik: a sikidom teriilete két,
egymdsra merdleges szakasz hosszdnak
szorzata. A masik a mértani testekre
igaz: a mértani test térfogata hdrom,
paronként egymdsra merdleges szakasz
hosszdnak szorzata. Ezek a szakaszok
olykor nagyon is szemléletes, ,kézzel
foghatd”, nevezetes vonalak. A négy-
zet és a téglalap esetében két szom-
szédos oldal, a paralelogrammanal
az oldal és a hozza tartozé magassag,
a haromszognél az egyik oldal és a
hozza tartozd magassag fele, a trapéz
esetében a kozépvonal és a magassag
(ahol - természetesen - a kozépvonal
hossza a két alap hosszanak atlaga).
Atdaraboldssal is kénnyen bizonyit-
hatd, hogy a rombusz teriilete az egyik
atlo és a masik, ra merdleges félatlo
hosszanak szorzataval egyenldé. A kor
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esetében sem kell kétségbe esniink; az
Osszefiiggés itt is igaz: az egyik szakasz
a kor egyik sugara, a masik egy olyan
szakasz, amely erre meréleges, és hosz-
sza a sugar hosszanak m-szerese (azaz
a kor félkeriilete). Ezt az 9sszefiiggést
érdemes egy szerkesztési feladattal is
megerésitentink. Szerkessziink olyan
téglalapot, amelynek egyik oldala a
kor sugaraval egyenld, tertilete pedig
megegyezik a kor tertiletével! (Mivel a
7 értéke nem fejezhetd ki valos szam-
mal, természetesen kerekiteniink kell.)

Az alapiskolaban targyalt Gsszes te-
riiletképlet (a kor tertiletét leszamitva)
levezethetd a trapéz teriiletképletébdl.
Ez egy jo alkalom arra, hogy megmu-
tassuk a geometria és az algebra kap-
csolatat. Ha a trapéz egyik alapja a,

masik alapja c, magassaga pedig m, ak-
kor a trapéz teriiletét a T = are)m
képlettel szamithatjuk ki. A levezeté-
seket az ligyesebb tanulok oOnalldan
is elvégezhetik. A négyzet esetében a
¢ és az m valtozdk helyébe is a keriil,
a téglalapnal a ¢ helyébe a-t, az m he-
lyébe b-t kell irnunk, hogy rendezés
utan a szokasos jelolést hasznald kép-
letet kapjuk. A paralelogramma terii-
letének levezetéséhez elég a ¢ helyébe
a-t irnunk. A négyzet, a téglalap és a
paralelogramma  kiilonleges  trapéz,
tehat nincs mit csoddlkoznunk azon,
hogy mindegyikre igaz a trapéz terii-
letképlete. Annal meglep6bb, hogy
a haromszog teriilete is levezethet a
trapézébol. A haromszog nem trapéz,
de tekintheté egy olyan elfajuld tra-
péznak, amelynek az egyik alapja 0
hosszasagu. Ezért a c helyébe 0-t, az m
helyébe m -t irva megkapjuk a harom-
sz0g teriiletképletét.

A testek térfogatara vonatkozé él-
talanos Osszefiiggést igy is megfo-
galmazhatjuk: ,A test térfogata egy
sikidom teriiletének és a sikidomra me-
réleges szakasz hosszdnak szorzatdval
egyenlé” Mivel a sikidom teriilete két
egymasra mer6leges szakasz hossza-
nak szorzata, ezért ez a mondat egyen-
értékd a kordabban mar leirt mondattal.
A kocka, a téglatest, az egyenes hasab
és a korhenger esetében egy lap (alap-
lap) teriilete és a ra merdleges szakasz
(oldalél vagy magassag) szorzata adja

a térfogatot. (A kocka és a téglatest
esetében — természetesen — szemléle-
tesebb, ha harom, egy csticsbdl kiin-
dulé él szorzatardl beszéliink.) A gula
és a kup esetében az alaplap teriilete
és az alaplapra merdleges magassag
harmadanak szorzata lesz egyenld a
térfogattal. A gomb térfogatat meg-
hatdrozé harom, egymdasra merdle-
ges szakasz koziil kettének a hossza a
gomb sugaraval egyenld, a harmadiké
pedig a sugar hosszanak 4/3m-szorosa.
A térfogatképletek megjegyzése soran
segithet, ha tudatositjuk, hogy a térfo-
gatképlet mindig felbonthaté harom
(egymasra paronként meréleges) sza-
kasz hosszanak szorzatdra.

Jorészt tantervi Ulgyetlenségnek”
tudhato be a hasab térfogatanak és fel-
szinének oktatdsanal jelentkez$ prob-
léma. Ugyanis nalunk a tanulok korab-
ban taldlkoznak a hasab fogalmaval,
mint a Pitagorasz-tétellel. Ennek az a
legfajobb kovetkezménye, hogy a ta-
nuldk a négyzet alapu hasabon (négy-
zetes oszlopon) és a téglalap alapu
hasabon (téglatesten) kiviil csak a pa-
ralelogramma alapt hasabnak tudjak
egy feladaton belill kiszamitani a térfo-
gatat és a felszinét is, hiszen a paralelo-
gramma egyértelmten megadhato két
oldalaval és az egyik oldalahoz tartozo
magassagaval. Mivel a felszinhez sziik-
ség van az alaplap keriiletére és tertile-
tére is, a haromszog- és a trapézalapi
hasabok felszinét nem tudjak kiszami-
tani, annak ellenére, hogy mindkét sik-
idomnak ismerik a keriilet- és teriilet-
képleteit. Ennek az az oka, hogy sem a

haromszoget, sem a trapézt nem lehet
ugy megadni, hogy ehhez minden ada-
tunk rendelkezésre alljon. Ha ismerjiik
a haromszog harom oldalanak vagy a
trapéz négy oldalanak hosszat (ami
kell a keriilethez), akkor nem ismerjiik
a magassagat.

Tanuldink az alapiskolaban nem ta-
lalkoznak sem a szogfiiggvények, sem
a vektorok fogalmaval. Kozépiskolas-
sa vélva ismerkednek meg a vektorok
skalaris és vektorialis szorzataval. Gya-
nitom, nem kapnak ra elegend¢ idét,
hogy 6nalloan is folfedezhessék — pél-
daul - azt, hogy a paralelogramma te-
riilete nem mas, mint az oldalait meg-
hatdroz¢ vektorok vektorialis szorzata.
Azonban ha alapiskolai tanulményaik
soran kello6 mélységgel rogzitették,
hogy a sikidom teriilete mindig két,
egymasra mer6leges szakasz hossza-
nak szorzata, akkor talan egy lépéssel
kozelebb keriilhetnek annak megér-
téséhez, hogy az alapiskoldban meg-
ismert T = a - m_képlet ekvivalens a
T = |a x b| képlettel. (Ha a paralelo-
gramma a és b oldala a szoget zar be
egymassal, akkor m = b - sina. Ebb6l
a paralelogramma teriilete a - b - sina,
ami a definicié értelmében megegye-
zik az |a x b| vektoridlis szorzattal.)

Tudom, az Osszefiiggések folfedez-
tetésére nincs mindig id6. De legalabb
arra szanjunk ra nyolcadikban-kilen-
cedikben néhany percet, hogy rdvi-
lagitsunk ezekre a matematikai érde-
kességekre! A rdcsoddlkozds olykor
hasonlé 6romet szerezhet, mint az
6nallo folfedezés.



