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HORVATH GEZA

MIKOR SZABAD ES MIKOR TILOS KISERLETEZNI (PROBALKOZNI)
EGY MATEMATIKAI PROBLEMA MEGOLDASA SORAN?

Nem el6szor teszem f6l a kérdést: mi
lehet a valodi oka annak, hogy sok jo
képességii gyerek nem szereti a mate-
matikat? Azt, hogy ,,nem szereti’, so-
kan sokféleképpen ontik szavakba. A
szulok leggyakrabban tgy, hogy ,nem
érti”, maguk a gyerekek tgy, hogy ,,fél-
nek téle”, vagy ugy, hogy ,nem érdekli
Oket”. Sommasnak tinhet a vélemé-
nyem, hogy egyetlen olyan gyerek
sem fogja szeretni, akinek nem tesz-
sziik lehetévé, hogy maga fedezze fol a
matematika szépségeit. Tudom, a tan-
terv sem hagy erre elég id6t erre. Meg
aztan a tiirelmiink is véges. Ezért az-
tan inkabb készen talalunk mindent.
Igy a legérdekesebb osszefiiggések is
megjegyzend (bemagolando) téte-
lekké, képletekké degradalédhatnak.
Pedig amit meg kell jegyezniink, az
kevésbé vonzd, mint amire magunktol
johetiink ra.

A redlisan gondolkodd pedagogus
kénytelen egy kozéputat valasztani:
hagyja, hogy a legligyesebbek (legkre-
ativabbak) némi iranyitas mellett, de
meégiscsak 6nalldan épitsék fel a mate-
matika fogalomrendszerét, hogy ma-
guktol csodalkozzanak rd az osszefiig-
gésekre. A ,nehezebben mozdulék”
pedig kénytelenek mindent (vagy leg-
alabb a legsziikségesebbeket) megta-

nulni - a sz6 koznapi értelmében véve.

Igazan ,autentikus” magyarazatot
akkor kaptam a matematika szereteté-
nek kérdésére, amikor alkalmam volt
szoba elegyedni egykori versenyzok-
kel, akik nagy lelkesedéssel beszéltek
tandraikrol, a szakkorokrol és leg-
inkabb a fejtorésre forditott hosszu-
hosszu orakrol. A legtanulsagosabb az
volt, amikor arrdl is hajlandék voltak
beszélni, hogy mit nem szerettek. Egyi-
kitk egyszer igy vallott: ,Nem sokon
muilott, hogy megutdliam a matekot.
Mert amikor megmondtdik, hogy ezt
igy kell megoldani, és hogy ezt igy kell
leirni, akkor 1igy éreztem: ram itt mar
nincs sziikség. En mdr csak egy rabszol-
ga vagyok, akinek vakon teljesitenie kell
a parancsot.”

Matematikaversenyeken is tapasz-
taltam: sok tandr alacsonyabb rendii-
nek, szakszerttlennek tartja, ha egy ta-
nuld kisérletezéssel, taldlgatdssal oldja
meg a feladatot, holott 6 (a szaktanar)
mar csak tudja, hogy itt a ,,legfrappan-
sabb” mddon: (mondjuk) egyenlettel
kellene dolgozni. Ugyanakkor maga
is gyakran hangsulyozza, hogy milyen
fontos lenne a matematika ,,életszer”
megkozelitése. Nézziink egy példat:

1. FELADAT:
A gyerekek egy tornateremben kort al-
kotva allnak fel. Mindegyikiik kap egy

sorszamot, szépen sorban haladva: az
elsé 1-est, a mellette 4llo 2-est, a ko-
vetkezd 3-ast stb. A 4-es sorszamuval
szemben all a 12-es sorszamu. Hanyan
allnak a korben?

A tandr megolddsa:

12 - 4 = 8, tehat a 4-es sorszamutdl
a ll-es sorszamuig 8-an dllnak. Ez
az Osszes tanulo fele, tehat a korben
8 - 2 = 16-an dllnak. , Jegyezd meg, eze-
ket a feladatokat igy kell megoldani!”
(A kreativ tanuld elkezd kételkedni.
Miért kell ezt megjegyeznem?! Miért
épp a 1l-es sorszamuig kell megsza-
molnom a gyerekeket, miért nem a
12-esig? A 4-est és 12-est Gsszekotd
szakasz ennek a kornek az atmérdje.
Biztos, hogy a 8-at kell megszorozni
kettével? Stb. A készen kapott mod-
szer lehet, hogy jo, de ezt a jobbak sze-
retnék igazolni, vagy legalabb szemlél-
tetni.

A tanulé megolddsa:

Ha a 4-essel szemben a 12-es 4ll, ak-
kor az 5-0ssel szemben a 13-as, a
6-0ssal szemben a 14-es, ..., a 8-assal
szemben a 16-0s, a 9-essel szemben az
1-es. Tehét az 1-es szomszédja a 16-os,
vagyis 16 tanul6 all a korben. A pro-
balgatds kozben valdszintleg arra is
r4jon, hogy a szembenallék sorszama



koézt mindig 8 a kiillonbség. De ha ez
igy van, akkor csak azt kell megnézni,
hogy ki all az 1-essel szemben. Ez az
1 + 8 = 9-es tanul6. Ha a 9-es szom-
szédja a 8-as, akkor az 1-esé a 8 + 8
= 16-o0s.

Sok tanar azért tor palcat a kisérlete-
zés, probalgatas folott, mert igy csak
kis szamokat (véges id6 alatt kiprobal-
haté mennyiségeket) tartalmazd prob-
lémédkat lehet megoldani. Folmeriil
a gyanu: akkor is meg tudnd oldani a
fenti feladatot a tanuld, ha a 214-essel
a 2018-as allna szemben? Az elsé va-
lasz az, hogy: nem. Am az ligyesebb
gyerekek gyorsan rdjonnek, hogy a
problémat érdemes el3szor egyszeriibb
szamokkal kiprobalni: hatha kozben
kideriil egy Osszefliggés, amellyel mar
a ,nagy szamos” feladatok is ,,megad-
jak magukat”

Sok olyan feladat van, amelyet a ma-
tematikatanarok nagy tobbsége csakis
egyenlettel hajlandé megoldani. Még
akkor is, amikor egy 6todikesnek ci-
mezték:

2. FELADAT:

Az apa 25 évvel idésebb, mint a fia. 3
év mulva épp 6-szor olyan idés lesz,
mint a fia. Hany éves most az apa?

A tandr megolddsa:

A fid most x éves, az apa x + 25 éves. 3
évmulva a fid x + 3, az apax + 25 + 3
=x + 28 éves lesz. Ebbdl az egyenlet:
6-(x+3)=x+28

Az egyenletet megoldva kapjuk, hogy
a fia most 2 éves, az apja pedig 27. El-
lenérzés: az apa 3 év mulva 30, a fia pe-
dig 5 éves lesz. Az apa életkora akkor
valoban 6-szor annyi lesz, mint a fiGé.
(Szabatos, ,,betanithatd” megoldas, sok
tandr szerint ez a frappans és elegans.
Nyolcadikban. Esetleg! De hogy olda-
na meg egy 6todikes?)

A tanuld megolddsa:

Rengeteg kozhely hangzik el a fiigg-
vényszert gondolkodasrol, am ezt so-
kan ugy értelmezik félre, hogy a fiigg-
vények elméletét kellene a tanulokkal
elsajatittatniuk. Holott ez a feladat
az Osszefiiggésekben gondolkoddshoz
szinte ,kindlja magat”. Csak meg kell
engedniink a gyerekeknek, hogy kisér-
letezzenek, probéalkozzanak. Mondjuk,
egy tablazat segitségével. (Vagy bar-
hogy mashogy, ami a tanulénak ter-
mészetes.)

APA | 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30

FIA 0 1 2 3 4 5

APA | 31 | 32 | 33 | 34| 35

FIA 6 7 8 9 |10

Ha szerencsénk van, akkor a tablazat
valamelyik oszlopaban megjelenik a
keresett szampar. Ha nem, akkor meg
ugysincs megoldasa a feladatnak. (Egy
otodikes szamadra ez egyben azt is je-
lentené, hogy nincs értelme a feladat-
nak.) Nem véletleniil emeltem ki az
imént a ,,meg kell engedniink” szavakat.
Mert a gyerekeknek ez a természetes.
Sokuknak ehhez a modszerhez még
arra sincs sziikségiik, hogy a tablaza-
tot leirjak. Fejben kiszamitjak. Mire
mi mankot adnank a megoldashoz, 6k
mar mondjék az eredményt. Es a meg-
érdemelt dicséret helyett jon a ledo-
rongolas: ,,Igen, de ez nem sokat ér. Ezt
valahogy le is kell jegyezned!” S6t: ,,...le
is kell vezetned”. Ezen a ponton mar a
kreativ gyerek is unalmasnak, szaraz-
nak fogja érezni a matematikat.

3. FELADAT:

Egy gazdanak nyulai és tyukjai vannak.
A 14 éllatnak osszesen 44 laba van.
Mennyi a nyul, és mennyi a tyak?

A felnéttek tobbsége meg van rola
gy6z6dve, hogy ezt a feladatot csak
egyenletrendszerrel (esetleg egyen-
lettel) lehet megoldani. Hogy is néz-
ne ki a megoldds egy kétismeretlenes
egyenlettel?

A tandr megolddsa:

A gazdanak x nyula és y tyukja van. Az
allatok szdma Gsszesen 14, ezértx + y =
14. Egy nyulnak 4 laba van, egy tyuk-
nak pedig 2, ezért x nytlnak 4x, y tytik-
nak pedig 2y laba van. A labak szama
ezért: 4x + 2y = 44. A kétismeretlenes
egyenletrendszert megoldva kapjuk,
hogy x = 8 és y = 6, tehat a gazdanak 8
nyula és 6 tyukja van.

Egy alsé tagozatos tanulo (lehetséges)
megolddsa:

A gyerek el6vesz 14 jatékkockat (ezek
szemléltetik az allatok ,testét”) és 44
palcikat (ezek az allatok labai). El6szor
minden kockahoz elhelyez két-két pal-
cikat. Azt latja, hogy maradt még né-
hany palcikaja. (Mindegy, hogy meny-
nyi, neki nem kell megszamolnia. Mi
tudjuk, hogy ez 16 darab.) A megma-
radt palcikakat is szétrakja kettesével a
kockakhoz. 8 olyan kockat kap, amely
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mellett négy-négy, és 6 olyant, amely
mellett két-két palcika van. A gazda-
nak tehat 8 nyula és 6 tytkja van.

Egy felsé tagozatos mar arra is képes,
hogy szemléltetés nélkiil is szemlélete-
sen gondolkozzon: 14 allatnak legaldbb
28 laba van. Marad még 44 - 28 = 16
lab. Ezeket kettesével szétosztva még
nyolc allatnak tudok plusz két-két la-
bat adni. Tehat 8 négylabu és 6 kétlabu
allata, azaz 8 nyula és 6 tyukja van a
gazdanak.

Vég nélkiil sorolhatnank a példakat.
Amikor kozépiskoldban vagy akar az
egyetemen nehézzé valik egy matema-
tikai probléma megértése, még ott is
segit a ,visszalépés” a probalkozashoz/
kisérletezéshez.

Egyetlen olyan teriilet van, ahol —
a fent mondottakkal szemben - mér
alapiskolai szinten sem szabad megen-
gedni a probalkozast: ez a geometriai
szerkesztések vilaga. Legjobb verseny-
z8imnek gyakran adtam fel szokatlan
modon egy-egy szerkesztési felada-
tot. Megrajzoltam egy trapézt, majd
szinessel megjeloltem néhany adatat:
példaul az EFGH trapéz EF oldalat,
GH oldalat, HEF sz6gét és GFE sz0-
gét, és megkértem, hogy szerkesszen
csupan korzét, ceruzat és vonalzokat
hasznalva egy ugyanilyen trapézt. A
megolddst szinte mindegyikik ugy
kezdte, hogy az EF szakasz folvétele,
majd az E cstcsndl és az F cstcsnal
fekvé belsé szogek atmasolasa utdn
megprobaltak addig tologatni az EF-
fel parhuzamosan a vonalzdjukat,
amig annak hossza meg nem egyezett
az én trapézom GH oldalaval. (Azt 6k
is tudtak, hogy az EH és az FG oldalak
hosszat nem haszndlhatjék fel, hiszen
azokat nem jeloltem szinessel.) Hogy
maguk is beldssak, miért helytelen a
probalgatas a szerkesztésben, gyakran
sjatszottunk” ugy, hogy 6k a padjuk-
ban iilve szerkesztettek, és mondtdk
a szerkesztés elemi 1épéseit, amit ne-
kem a tanari asztalnal iilve, a sajat pa-
piromon kellett végrehajtanom. Azt,
hogy ,.szerkesszek egy szakaszt, amely
parhuzamos az EF-fel, és olyan hosz-
szu, mint a HG szakasz’, persze nem
lehetett értelmezni. Sok-sok vazlatrajz
megrajzolasa utan jottek ra, hogy eb-
ben a feladatban csakis akkor lesznek
eredményesek, ha az EFGH trapézt
»annak forditottjaval” kiegészitik egy
paralelogrammara. A folytatast az ol-
vasora bizom...
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