MARCZIS GYORGY

UGYE, SZEP A GEOMETRIA?

Irénkének és Ernének!

Kedves, Erdekldd Olvasém!

Tobb mint masfél évtizede veszek
részt eldadoként a Karpat-medencei
magyarsig nagyszeri matematikai
seregszemléin, a Nagy Kdroly Mate-
matikai Didktaldlkozokon. Ez a talal-
kozd nemcsak szakmai tovabbképzést,
feltolt6dést, kihivast jelent a résztvevé
didkok és tandrok szdmdra, hanem
Osszetartozdsunkat is erdsiti. Eppen
ezért 6rommel mentem didkjaimmal
és kollégammal egy Békés megyei csa-
pat vezetdjeként az elmult év dszén is
Révkomaromba.

Dolgozatom a révkoméaromi XXVII.
Nagy Kdroly Matematikai Didktaldl-
kozé 2019. november 23-i eléaddsom
kibgvitett, szerkesztett anyaga.

Akkori feladatmegoldé o6ram el-
sGdleges célja az volt, hogy néhany
tanulsagos, szamomra szép, esztétikus
geometriai feladatot bemutassak a dia-
koknak és a pedagogus kollégaimnak,
reménykedve abban, hogy a matema-
tikanak a kozépiskolaban egy kicsit
elhanyagolt teriiletét megkedveltetem
veliik. Meggy6z6désem, hogy az ele-
mi geometria az alkoté gondolkodas-
ra nevelésben alapozo jelentGségti. A
foglalkozas interaktiv volt, felhasznal-
tam a dinamikus GeoGebra nyujtotta
lehet6ségeket is, ami az esztétikai ne-
velésnek egy kivald lehetGsége.

A feladatokat Eigel Ernd, csikszere-
dai igazgatd-matematikatanar Sikgeo-
metriai feladatok ciml gytjteményé-
bél valogattam. A kiadvany masodik
kotete Térgeometriai feladatok cim-
mel is megjelent mar. Mindkét kivalo
munkat ajanlom mindenkinek.

Eléadasomhoz és a dolgozat meg-
irasdhoz nagy segitséget nyujtott a fel-
adatgyujtemények szerzdje mellett Pd-
linkds Istvin szoftvermérnok, egykori
tanitvanyom és Horvdth Géza lektor is.
Kosz6nom munkajukat.

1. Igazoljuk, hogy egy olyan szimmetri-
kus trapéz teriilete, amelynek dtloi egy-
mdsra merdlegesek, egyenlé egy olyan
négyzet tertiletével, amelynek oldala
akkora, mint a trapéz magassaga!

Megoldas: Legyen O a trapéz két at-
l6janak metszéspontja, EF az O-n at-

haladd, AB-re merdleges szakasz! Az
egyszeriiség kedvéért vezessiik be a
kovetkezd, kozismert, megszokott je-
l6léseket: AB =a és CD = !

Mivel a négyszogiink szimmetrikus
trapéz és DB | CA, ezért az ABOA és
CDOA egyenld szar derékszogl ha-
romsz0g. Az E és F pontok a trapéz
parhuzamos oldalainak felezOpontjai,
igy AEOA és DOFA szintén egyenld
szara derékszogli haromszog  illet-
ve befogokkal. Ebbdl kovetkezik a
trapéz teriiletére vonatkozo6 kozismert
szabaly alapjan, hogy:

Ezt kellett igazolnunk, hiszen EF*
megegyezik egy EF oldalt négyzet te-
riiletével.

2. Az ABCA-ben AD magassagvonal és
AM silyvonal az dbra szerint. Szdmit-
suk ki az ABCA szdgeit, ha a BADZ,
DAML és MACZ-ek egyenlék (a BC
szakaszon a pontok elhelyezkedési sor-
rendje: B, D, M, C)!

Megoldas: Ha BAD/ = DAMZ ¢és
AD 1 BM = ABMA egyenld szart
és BD = DM, akkor MC =2 - BD =
2 - DM, mert BM = MC (AM stlyvo-
nal, M felezd pont). Hizzunk merdle-
gest M pontbol az AC oldalra, legyen
a talppont M
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Az ADMA egybevagd az AMM A-
gel, mert mind a ketté derékszogi,
mindkettének megegyezik a feltétel-
ben megadott két hegyesszoge, és az
AM atfogd kozos. Ebbol kovetkezik,
hogy a DM = MM. igy 2 - MM’ = MC,
amibdl kovetkezik, hogy az MCM’A
félszabalyos, tehat az MCM'/ = 30°,
igy a DACZ = 60°. Mivel a feltétel
szerint a DAMZ és az MACZ egyen-
16, igy ezek mindketten 30°-osak, de a
feltétel miatt a BAD/ is 30°-0s, tehat a
BACZ =90°, az ABCZ = 60°.

Osszefoglalva: az ABCA félszaba-
lyos, szogei: 30°, 60° és 90°.

3. Az ABC hegyesszogii haromszogben
az A csucsndl levé szog 60°-os, amely-
nek szogfelezoje AA’ (A’ € BC). Az A’
pontbol hizzuk meg az AB oldalra me-
roleges A’M szakaszt (M € AB), majd
az M pontbdl az AA’-re meréleges MN
szakaszt (N € AA’)! Igazoljuk, hogy
3-AM=A44"+ 2 - A'N!

Megoldas: Mivel BACZ = 60° =
BAA’Z =30°. A’MNZL = BAA’ £ =30,
mert merleges szari hegyesszogek.
fgy mind az AMA’A, mind az MNA’A
félszabalyos haromszog, (A 30°-0s sz0-
get tartalmazé derékszogi haromszoget
nevezzilk félszabalyosnak, hiszen ez
egy szabalyos haromszog ,.fele”.) Ezek
kozismert tulajdonsaga alapjan: 2 - A'M
=AA’és A’M =2 - A’N. A két egyenl6-
séget Osszeadva kapjuk a bizonyitando
allitast: 3- A’M =44+ 2-A'N

4. Az ABCA egyenld szaru (AB = AC).
Az A csucsnal lévo szégét a BC oldal
M és N pontjai dltal meghatdrozott
AM és AN szakaszokkal az dabra sze-
rint harom részre osztjuk ugy, hogy a
BAMZ, az MANZ és az NACZ egyen-
16 legyen (harmadoljuk a BACZ-et).
Lehetséges-e, hogy a BC oldalon ke-
letkezett BM, MN és NC szakaszok
egyenlok legyenek: BM = MN = NC?
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Megoldas: Ha BAM/ = MANZ
és BM = MN lenne, akkor az ABNA
egyenld szart lesz, mert az AM sza-
kasz egyben szdgfelezd és sulyvonal
is, igy AM oldalfelez6 merdleges is
kell, hogy legyen, ami azt jelenti,
hogy AM 1 BN, vagyis AMNZ = 90°.
Ugyanigy: ha MANZ = NACZ és MN
= NC lenne, az AMCA szintén egyen-
16 széara lesz, ami azt jelenti, hogy AN
1 MC, vagyis ANMZ = 90°. A két al-
litast dsszevetve azt kapjuk, hogy az
MNAA-nek két derékszoge van, ami
lehetetlen, igy BM, MN és NC szaka-
szok egyenlosége az adott feltételek
mellett nem lehetséges.

5. Az ABCD téglalap (AB > BC) B csii-
csdbol huizott szogfelezd és a B csiicsbol
indulé atlo 15°-os szoget zdr be az dbra
szerint. A B csticsbol hiizott szogfelezd
az AC dtlot P-ben, a CD oldalt E pont-
ban metszi. Jeloljiik O-val az ABCD tég-
lalap atléinak metszéspontjdt! Igazoljuk,
hogy a COEA és PEOA egyenld szdrii!
Megoldas: Mivel BE egy derékszog
szogfelezdje (téglalap), igy CBEL =
45°, amibdl kovetkezik, hogy BCEA
egyenld szaru derékszogli haromszog,
igy BC = CE. Mivel 45° + 15°=60°, a
téglalap atloi egyenloek és felezik egy-
mast, igy a BCOA szabalyos, tehat BC
= CO. A két egyenldséget Osszevetve:
BC = CE = CO, ami azt jelenti, hogy
a COEA egyenl6 szarti, amit el6szorre
igazolnunk kellett. A téglalap tulajdon-
sagabol (minden szoge derékszog) és a
BCOA szabalyossagabol (minden sz6-
ge 60°) kovetkezik, hogy az OCEZ =
30°. Felhasznalva, hogy COEA egyenld
szarQ, igy COEZ = CEOZ =75°. Mivel
BCEA egyenl6 szara és CBEZ = 45°,
igy CEBZ = 45°, amib0l az kovetkezik,
hogy PEOZ = 75° — 45° = 30° lesz. A
PEOA harmadik szoge a belsd szogek
Osszege miatt igy OPEZ = 75°, amibdl
kovetkezik, hogy PE = OF (egyenld
szogekkel szemben egyenl6 oldal van),
igy a PEOA szintén egyenld szart, amit
masodszorra igazolnunk kellett.

6. Legyen ABC hdromszig AB oldald-
nak belsejében M egy tetszbleges mozgé
pont! B-b6l CM egyenessel hiizott pdr-
huzamos egyenes az AC egyenest az N
pontban metszi. Bizonyitsuk be, hogy
az AMN hdromszog teriilete nem vdl-
tozik, ha az M pont mozog az AB sza-
kaszon!

Megoldas: A feltételek alapjan az
MBNC négyszog létezik (M belsé
pont) és trapéz (MC || BN). Legyen
P az MBNC trapéz atléinak metszés-
pontja!

Az MBNA és a CBNA tertiletei egyenlok,
mivel BN oldaluk kozos, és az ezen ol-
dalhoz tartoz magassaguk a MC || BN
miatt egyenld. Ebbdl a két egyenl§ terii-
letbdl kivonva a BNPA teriiletét, kapjuk,
hogy az MBPA és a CPNA (nem sziik-
ségszerlien egybevagok) teriiletei meg-
egyeznek. Ezt felhasznalva, és a konst-
rukciot figyelembe véve kapjuk, hogy:
tAMN = tAMPC + tCPN = tAMPC + tMBP = tABC

Mivel az ABCA fix volt, igy a teriilete
sem valtozott, dllandé maradt, amivel
igazoltuk allitasunkat.

Megjegyzés: Ha a feltételek kozott
nem ragaszkodunk ahhoz, hogy M
bels6 pont legyen, akkor A = M ese-
tén nem keletkezik haromszog, nincs
mit bizonyitani. M = B esetén pedig a
keletkezett haromszog megegyezik az
ABCA-gel, igy az allitas nyilvanvald.

7. Az ABC hegyesszogii haromszigben
CABZ = 60°. A BB’ és CC’ magassdg-
vonalak egymdst M-ben, mig a CABZ
szogfelezéjét (f ) a D és az E pontokban
metszik az dbra szerinti elrendezésben.
Igazoljuk, hogy az MDE hdromszog
szabalyos!

Megoldas: A feltételek kozott meg-
adott CABZ = 60°, és f szogfelezdsé-
ge miatt BAEZ = 30°. A derékszogu
AEB’A (BB’ magassagvonal) masik
hegyesszoge igy AEB’Z = 60°, ami a
konstrukcié miatt azonos a DEM/-
gel (mds pontokkal jel6ltiik). Szintén
a feltételek miatt (CABZ = 60° és BB’
magassagvonal) az ABB’A derékszo-
gl, és a masik hegyesszoge ABB’/ =
30°. Az ABB’Z egyben hegyesszoge
a derékszogli MC'BA-nek is (MC’ a
CC’ magassagvonal része). A belsd
szogek Osszege miatt a BMC'Z = 60°.
De a konstrukeié miatt a BMC’Z és az
EMD/ azonosak (szintén mds pon-

tokkal jeloltiik), igy az MDEA masik
szoge is 60°-0s. Tehat az MDEA-ben
igaz, hogy DEM/ = EMDZ = 60°.
Igy az MDEA-nek van két 60°-os sz6-
ge, amibdl kovetkezik a belsé szogek
Osszegét ismerve, hogy minden szoge
60°-0s, tehat az MDEA szabalyos. Ezt
kellett bizonyitanunk.

Megjegyzések: Ha az f szogfelezé az
M magassagponton megy at, akkor az
ABCA szabalyos lesz, amibdl az kovet-
kezik, hogy az MDEA nem jon létre
(elfajulé haromszog), nincs mit bizo-
nyitani. El6fordulhat az is, hogy az M
pont nem az dbra szerint a szogfelezd
»felett’, hanem ,alatt” lesz. A bizonyi-
tas ekkor is lényegében megegyezik
az elézével. Mas betlizést szogeket,
alakzatokat kell vizsgélni. Erdemes és
hasznos foglalkozni azokkal az esetek-
kel is, amikor az ABCA nem hegyes-
sz6gl (derékszogli vagy tompaszogu).
Ezt az olvaséra bizom, és javaslom,
hogy készitsen dabrat GeoGebrdval,
hasznalja ki annak dinamikus funkci-
ojat, lehetdségét!

8. Igazoljuk, hogy egy ABCD konvex
négyszogben az dtlok négyzetisszegé-
nek és dsszegének ardanya kisebb, mint a
négyszog keriiletének a fele!

Megoldas: Jeloljiik az ABCD konvex
négyszog oldalait és atloit az egyszerti-
ség kedvéért az abranak megfelelGen:
AB=a,BC=bCD=¢, DA=d, AC=
eésBD =l

Alkalmazzuk elébb az ABCA-ben
majd az ACDA-ben a hiromszog-
egyenlGtlenséget: a + b > e, illetve ¢ +
d > e! A két egyenldtlenség megfeleld
oldalait 9sszeadva, majd az igy kapott
egyenlGtlenség mindkét oldalat meg-



szorozva a pozitiv e-vel, kapjuk: 2 - €* <
e (a+b+c+d). Hasonldan jarjunk
el az ABDA-ben és a CDBA -ben! El6-
szor kapjuk, hogy a + d > f, illetve b +
¢ > f. Folytatva a korabbihoz hasonld
eljarast: 2 - f < f-(a+ b+ c+d). Az
atlok négyzeteit tartalmazo két egyen-
l6tlenség megteleld oldalait 6sszeadva,
2-vel és az atlok pozitiv osszegével le-
osztva kapjuk:

e’ + f? atbicrd kpe
e+ [ 2 2

Ezt kellett bizonyitanunk, ha figyelem-
be vessziik az eredeti négyszogben az
atnevezéseket.

9. Igazoljuk, hogy barmely konvex sok-
szognek nem lehet hdromndl tobb he-
gyesszoge!

Megoldas: Jeloljitkk a konvex sokszog-
ben a szogek szamat n-nel, a hegyes-
szogek szamanak maximumat k-val, a
belsd szogek 6sszegét S -nel, a hegyes-
sz0gek Osszegét S, | -val, a nem hegyes-
szogek Osszegét pedig S, -val!

A jelolésekbdl és a hegyesszog (< 90°)
értelmezése miatt:

Sy <k -90° (%)

Szintén a jellésekbdl és a konvexitas-
bdl (minden szdg < 180°) kévetkezik:

S <(n—k)-180° (**)

Tudjuk azt is, hogy az n oldalt sokszog
belsd szogeinek Gsszege:

S =(n—2)-180° (***)

A nem hegyesszogek 6sszege felirhato
a bels6 szogek Osszege (***) és a he-
gyesszogek Osszegének kiillonbsége-
ként:

S, =8,-8,=(n-2)-180°-S,
Ezt a szogosszeget csokkentjiik, ha a
hegyesszogek Osszege helyett nagyob-
bat (*) vonunk ki:

S, = (n—=2)-180°-8, > (n-2)
-180° -k - 90°

Felhasznalva még a (**) egyenl6tlen-
séget, kovetkezik, hogy:

(n—2)-180°—k-90°<S  <(n-
k) - 180°

A kett6s egyenlStlenség bal oldalan és
jobb oldaldn 4ll6 zardjeleket felbont-
va, majd az egyenl6tlenséget rendezve
kapjuk, hogy:

k<4

A jelolések alapjan ez pontosan azt
jelenti, hogy az n oldalt, konvex sok-
szogben a hegyesszogek maximalis

szama nem lehet tobb, mint harom,
amit igazolni akartunk.

Megjegyzés: Természetesen az a fel-
tétel, hogy a sokszogiink konvex,
elengedhetetlen. Legyen itt egy ko-
ordinata-rendszerben  GeoGebrdval
szerkesztett, szemléletes ellenpélda,
amely nem konvex hatszégben van
négy (hdaromnaél tobb) hegyesszog!

10. Legyen az ABCA-nek a BC, CA
és AB oldalan egy-egy tetszéleges A,
€ BC, B, € AC, C, € AB belsd pont!
Jeloljiik az AA, szakaszt I -val, BB,
szakaszt I -vel és CC, szakaszt I -vel!

Igazoljuk, hogy:
1 L ol B2t 3

g B P CABE LE pn B
2 a+b + e 2

Megoldas: Az egyszeriiség kedvéért
vezessiink be tovabbi jeloléseket az
dbra szerint: AB=¢; BC=a és CA = b!

A bizonyitast két eset vizsgalataval vé-
gezziik: nézziik el6szor a kettds egyen-
l6tlenség bal oldalat, utdna pedig a
jobb oldalat!

Bal oldali egyenlétlenség | <) :
Az ABA A-ben és ACA A-ben:
I, 2c—AB és I,+b-AC=1I,>
A BCB,A-ben és ABB,A-ben:
I,>a-BC €S I,>c-BA=1,>
Az ACC A-ben és BCC A-ben:
és

bte—a

5

a+e—h
2

Ha a harom egyenl6tlenség megfeleld
oldalait 0Osszeadjuk, utana Osszevo-
nunk és osztunk a pozitiv (a + b + ¢)-
vel, a bizonyitando kettds egyenlétlen-
ség bal oldali egyenlétlenségét kapjuk:
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1 " &byl

7 at+b+c

Jobb oldali egyenlétlenség | = 3):

Az ABA A-ben és ACA A-ben:

lo <c+ABésly <b+AC=l, <=
A BCB,A-ben és ABB,A-ben:
I,<a+B,C és

Az ACC A-ben és BCC,A-ben:

I, <b+C4 §g

Ha a harom egyenldtlenség megfele-
16 oldalait 9sszeadjuk, utdna Ossze-
vonunk és osztunk a pozitiv (a + b +
c)-vel, a bizonyitandd kettds egyen-
16tlenség jobb oldali egyenlStlenségét
kapjuk:

L. 3
_

a+b+ec 2

Mind a két esetben kihaszndltuk,
hogy: AB+AC=a,BC+BA=b
és CA + CB = c. Ha a két eset vizs-
galata végén kapott egyenldtlensége-
ket sszevetjiik, a bizonyitandé kettds
egyenldtlenséget kapjuk:
L, L.wl.el.

< e . R

e
2 a+b+ec 2

Kedves, Erdekldd8 Olvasom!

Ha idaig eljutottal, reményeim sze-
rint izelitét kaptal t6lem abbol, hogy
igen, sz€ép a geometria. De miért szép?
Lehet erre pontosan vélaszolni? Egy
személyes torténettel megprobalom a
lehetetlent, hatha sikertl.

Kozépsé gyermekiink amatdrként
hatszoros Ironman (3,8 km uszds, 180
km kerékparozas, 42,195 km futas).
Minden nagyatadi versenyét, latva
a fantasztikus teljesitményét, kiiz-
delmét, sziil6kként kicsit izgulva, de
nagyon biiszkén szurkoltuk végig.
Megkérdeztik téle tobbszor is: mi-
ért csindlod, hiszen ez annyira nehéz.
Sosem volt a kérdésre egzakt, egyér-
telmi valasz. Egyszer viszont elkiildte
nekiink kérdés nélkil Juhdsz Gyula:
Szerelem? cimu versének utolsd vers-
szakat:

»En nem tudom, mi ez, de jé nagyon,
Fdjdsa édes, hadd fajjon, hagyom.

Ha balgasdg, ha tévedés, legyen,

Ha szerelem, bocsdsd ezt meg nekem!”

Mindent megértettiink. Talan ez a
vers lehet a valasz a cimben feltett kér-
désre is!

Bizom benne, sokan igy vagytok,
igy lesztek vele!
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