TOTH ATTILA - NAGY LEHOCKY ZSUZSA

A GEOMETRIA JELENTOSEGE

A geometria oktatasaval és hatékony
kozvetitési modjaival szamos kuta-
tas foglalkozott az utdbbi években.
Az ELTE-n kézzétett felmérések azt
mutatjak, hogy a geometridra és a
szemléltetésekre egyre nagyobb sziik-
ségiink van, mivel a hallgatok 24%-a
képes csak megérteni kisérletek és
képek nélkiil a szamtani és mértani
feladatokat. 26%-kal né ezek szama,
ha mar képeket, illusztraciokat és geo-
metriai dbrakat is bevetnek a tandrok
az ismertetés folyamatédba, és a hallga-
tok 91%-a megjegyzi az adott anyag-
részt, ha kisérleteket is mutatnak be
hozza. Az eredmények egyértelmtien
aldtamasztjak, hogy megéri szemlél-
tetni, rajzolni és rajzoltatni.

Nemcsak az egyetemeken végzett
kutatasok, hanem a gyakorlati tapasz-
talat is azt mutatja, hogy a megfelel6
geometriatudas és térlatas elengedhe-
tetleniil fontos lenne a j6vé nemzedék
szamdra nemcsak a természettudoma-
nyi szakokon, hanem a kozgazdasagi
szakokon is. Ilyen jellegli matematikat
sok egyetemen és foiskolan tanitanak,
talan sokak szamara meglepé mdédon
pl. az idegenforgalmi szakokon is. A
dobbenet a didkokat éri leginkabb,
mert nem feltételeznek ilyen erds
matematikat, és a legrosszabb almuk-
ban sem gondolnak, hogy geometriai
alapokra, tuddsra is sziikségiik lesz
szakmajuk végzése soran.

A multban ez nem okozott ekkora
gondot, hiszen mar az éltalanos isko-
lakban is volt abrazolé mértan, majd
pedig erre kapcsolodott a kozépisko-
lakban az abrazold geometria. Ezek a
tantargyak megalapoztik a geometriai
térlatast, példaul a merdleges vetitések
és a parhuzamosokkal val6 abrazolas a
hetvenes, nyolcvanas évek tanuldinak
nem okoztak nagy fejtorést. Az abrazo-
16 geometria segitségével megoldhatd-
nak bizonyultak a térbeli feladvanyok,
hiszen a didkok tanultak axonometriat,
metszeteket, parhuzamos vetitéseket,
szabalyos alakzatokat és térbeli feliile-
teket. A muszaki jellegli kozépiskolak-
ban erre épiilhetett a miiszaki rajz. Az
el6z6 generaciok térlatasat segitette a
piros-zold szemiiveggel kialakitott un.
térlattatos abrazolé mértan is. A szem
»becsapasara” tett kisérlet sikerrel jart,

hiszen a szemiiveg térbeli alakzatok-
nak mutatta az dbrdkat. Ezt mutatja be
Pal Imre fantasztikus konyve, amelyik
1959 ota tobb kiaddsban megjelent,
mar 1960-ban szlovékra is leforditot-
tak (Pal, 1960). Pal kutatasa segitsé-
gével sikeriilt a kozépiskolas tanulok
térlatasat javitani, hiszen lathattuk,
hogy csak a szemtavolsaghoz mérten
ardnyaiban megszerkesztett alakzatok-
nal jon elé a térbeli hatds a kétszind
szemiiveggel (csak a kozépsd kockanal,
mert az van pontosan megrajzolva a

jobb oldali pontos szerkesztés alapjan,
lasd 1. 4dbra).

1. abra: Térbeli hatas érzékeltetése kétszin(i
szemiiveggel

MATEMATIKAI MUVEL‘ETEK .
GEOMETRIAI SZEMLELTETESE

A matematikai alapmtveletek szemlél-
tetése is torténhet egyszer( abrak se-
gitségével, tehat akar itt is épithetiink a
geometriai tuddsra. Az osszeadas mii-
velete nemcsak a szamtengelyen valo-
sithaté meg, hanem miiveleti operato-
rokkal is érzékeltethetd. Ez konnyebbé
teszi azt a kérdést, hogy mennyi hi-
anyzik még bizonyos dsszeghez, vagy-
is akdr a kivonas muvelete is érthet6vé
valik. Oriasi jelentésége van az elekt-
rotechnikaban a vektoridlis abrazolasi
modnak, hiszen ennek a segitségével
értik meg a didkok, hogy mi torténik
pl. a véltakoz6 aram esetében. Id6ben
késik az aram a fesziiltséghez képest
- vagy forditva, és ezt az empirikus
kisérletekkel alatimasztva csakis egy
képzetes (imagindrius - Im) szam-
tengellyel lehet megérteni. Az elektro-
technika képletei a vektorialis osszeg
alapjan szamithatoak és nagyon egy-
szerlen abrazolhatoak.

Az Gjabb generdcié (Y, Z és alfa)
mar nem nagyon ismeri a zsebsza-
mologép elédjét, a logarlécet. Az id6-
sebb generacionak ez volt az egyetlen
»szamologépe” (lasd 2. dbra). A loga-
ritmikus skalan val6 pontos tologatds
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segitségével elvégezhetd volt a szorzas
miivelete, akét tizedes pontosaggal is.

2. abra: Logarléc

Az osztas frappans mddon az ard-
nyossag segitségével hajthato végre
mértani uton. Ennek a szemléltetése
OA/OB leolvashaté a szamtengelyen
0C/OE aranyok megjelenitésével. Az
ilyen médszerrel torténé magyarazat-
tal tudjuk megértetni azt is, hogy kicsi
szamokkal (pl. 0,2) val6 osztaskor /0,2
eléggé nagy, de még lathat6 szamot ka-
punk, és kezd a szamtengellyel parhu-
zamossa valni az a szaggatott egyenes,
ami éppen kimetszené a szamtenge-
lyen az osztas eredményét, ami viszont
nagy szam, és az egyre kisebb oszt6-
nal a hanyados egyre nagyobb értéket
vesz fel. Mignem a nullaval val6 osztas
végtelent eredményez, és ez ponto-
san annak a mondasnak a geometriai
abrazolasa, hogy a ,parhuzamosak a
végtelenben talalkoznak” A nullaval
vald osztasnadl az A ponton keresztiil
haladé egyenesnek kellene kimetszeni
az X tengelyen az osztds eredményét,
de mivel parhuzamossa valt, ezért csak
a végtelenben metszi (1asd 3. abra). De
tudjuk-e vajon szemléltetni a végtelent
(Voros & Toth, 2014)?
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3. abra: Az osztds érzékeltetése

A VEGTELENKICSI ES
VEGTELEN NAGY GEOMETRIAI
ERZEKELTETESE

Ezek utan felmeriilhet a kérdés, hogy
vajon abrazolhat6-e minden a szam-
tengely segitségével. A szamtengelyen
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folytonos-e a szamsor, vagy vannak
rajta icipici hézagok? A jelenlegi tu-
dasunk szerint az egész szdmokhoz
csak kozelithetiink, és csakis a ,vég-
telenben” érhetéek utol. A végtelen-
ben valo talalkozasat két parhuzamos
egyenessel tehat szemléltetni tudjuk,
de hogyan szemléltetnénk a végtelen
kicsit? Erzékeltetni tudjuk-e a végtelen
kiterjedésti tizedest geometriailag?

4. abra: Tortszam egyszer(i szemléltetése

Vegyiink egy tortszamot, pl. 1/3.
Végtelen osztassal kapjuk, hogy 1/3
= 0,33333333333... Ez az egyenlet
sz6 szerint azt mondja, hogy az 1/3 =
3.10" +3.100" +3.1000" +3.10000"+
..., amit a végtelen sor felosszegezésé-
vel kapunk meg. Azonban senki sem
tud végtelen sok szamot Osszeadni, és
ilyen forman az egyenlet értelmetlen.
Valami egészen masrdl van szo. Bi-
zonyos értelemben ebben az esetben
rosszul hasznaljuk az egyenléség jelét,
mert akdrhany tagot adunk is dssze a
jobb oldalon, sosem kapunk ponto-
san 1/3-ot, egyszerien azért, mivel
az 1/3 nem vdlthato dt tizedes tortté.
Mindamellett jogos az egyenléség
jele — ebben és a felsébb matemati-
ka szamtalan mas egyenletében —, ha
helyesen értjiik, hogy mirdl van szo.
Az egyenléség helyes értelmezése az,
hogy bar sosem tudjuk megsziintetni
az egyenlet két oldala kozott levo rést,
elérhetjiik, hogy a két oldal kiilonbsé-
ge, ha nem is pontosan nulla, de tet-
sz6legesen kicsi legyen.

Mi torténne azonban, ha a szdm-
tengelybdl kivennénk az Osszes egész
szamot? Vajon milyen rés vagy hézag
keletkezne?  Akkor defindlhatatlan
maradna a racionalis szimok halmaza
(Toth, 2015). Mi lenne a megoldas? A
0 (semmi) tologatasaval a szamten-
gelyen még nem oldunk meg semmit
sem, mert a szamok szamtengelyre
vald rajzolasa is csak egy elvonatkoz-
tatas. Talan addig kellene szamolnunk,
ameddig a ,takaronk ér illetve amed-
dig a szamologépiink karaktere engedi.
Mert olyan szamolgatassal, ahogyan ta-
nitjuk a végtelen tizedes szdm felirsat
az egész szamok segitségével, a kovet-
kezokbdl nyilvanvalobba valhat a ,vég-

teleniil kicsi” fogalma: pl. az 1,999... azt
jelenti, hogy a 9-es végtelen sokaig foly-
tatodik a tizedesjel utan. Megszorozva
tizzel, az eredmény: 19,9999999... A
9-esek a végtelenbe folytatodnak, ezért
a 10-zel vald szorzas utan is a végte-
lenbe folytatédnak. Ha a szdm 10-sze-
resébdl kivonjuk a szam I-szeresét,
megkapjuk a 9-szeresét: 19,9999999....
- 1,99999999... = 18. A tizedes vesszd
utani 9-esek mindkét szamnal a végte-
lenbe folytatddnak (modern értelme-
zésben jol sejtetd kilencesek tulcsor-
dulasardl van sz6...), tehat egymasbol
kivonva 6ket 0 lesz a tizedes vesszé
utan, igy az eredmény a kivonds utan
18. Mivel a I10-szeres szambol vontuk
ki az egyszeres szamot, maradt a 9-sze-
res szamunk, ami nem m4s, mint a 18.
18x/9x=2. Ebbdl kifolyolag 1, 9999.... =
2, és a két szamot egymasbol kivonva
az eredmény -0,00000.....1. Minél na-
gyobb a szamitdgépem karakterszama,
anndl messzebbre keriil az egyes, ami
a kozelités hibajaként értelmezendd.
Vajon elegendd-e elmenni az altalunk
észlelhetd vilag (vagy szamitogép) ha-
tardig? Lancos Kornél hires matema-
tikus ebben az esetben Gauss értelme-
zésére hivatkozik, miszerint a végtelen
nem valami ténylegesen elérheté do-
log, csupan egy véget nem ér6 eljards,
melynek révén egy mennyiséget egyre
pontosabban megkozelitiink anélkiil,
hogy valaha is ténylegesen elérnénk.
Az egész szamokhoz példaul 1/n soro-
zattal szoktunk kozeliteni. A végtelen
nagy és végtelen kicsi szamok dbrazo-
lasdra a multban és napjainkban is tébb
kisérlet tortént.

Filozdfiai, fizikai és geometriai iton
probaljak azt is bizonyitani, hogy az
alfa egyenl6 az omegaval, vagyis a vég-
telenbe vald kozelitéssel az origoban
kotiink ki (Wenmackers, 2011). Er-
dekes a nagyon kicsi és nagyon nagy
szamok szorzatanak a meghatdrozasa
és ezek keveréke, aminek még nem
tudjak a pontos értelmét.

kicsi + kicsi = kicsi | nagy + nagy = nagy
kevés x kicsi = kevés x nagy = nagy
kicsi nagy x nagy =

kicsi x kicsi = (nagyon) nagy
(nagyon) kicsi

kicsi x nagy =
hatarozatlan

5. dbra: Miiveletek

A nagybdl a kisebb felé¢ halad-
va gyonyort, szinte muvészien szép

geometriai  alkotasok keletkeztek,
pedig csak osztunk. Nemcsak mag-
neseket felezhetiink, hanem alakza-
tokat duplazhatunk (Hrbacek, 2010).
Szimmetrikus rajzok altal keletkez-
nek a fraktalok... Vajon meddig le-
het elmenni? A lattatds hataraig...?
Ugyanigy a fizikdban érdekes mddon
problémat jelent a végtelen osztés.
A magnest kétfelé flrészelve ugyanis
2 Ujabb magnest kapunk, tehat nem
valasztodik szét a két polus. Majd 4,
utana 8 ¢és megkérdGjelezhetnénk,
meddig kapunk még tGjabb magnese-
ket felezéssel. A valasz fizikailag csak
ennyi: amig magneses tulajdonsagot
mutat (Vorés & Toth, 2014). A nyitrai
egyetem matematikusai azt is bizonyi-
tottak, hogy probléma van a végtelen
felezéssel nemcsak a fizikdban, hanem
a matematikdban is (Vrabel, 2014).

A fraktalok (végteleniil komplex
geometriai alakzatok) végtelenségérdl
pedig megjegyzendd, hogy a mérhetd
valésag  falai  kozott  mozogva
alkossunk fraktélszertien, fogadjuk
el, hogy egy mérhetetleniil nagy
partvonal véges nagysagu teriiletet,
kontinenst szegélyez. Igy reédlisabbad,
érthetobbé valik szamunkra taldn az a
vilag is, amelynek megismerésében az
elme kapacitasa és az érzékszerveink
szamanak véges volta korlatoz minket.

Tapasztalataink egyértelmtien azt
mutatjak, hogy sziikséges fejleszteni
a sikbeli és térbeli orientacidjat a fel-
nové nemzedéknek, akik a virtudlis vi-
lagban oly kevés valos, kézzelfoghato
jelenséggel taldlkoznak. Remélhetdleg
az el6z6 generaciok mintajara majdan
a fiatalok megtalaljak a modjat annak,
hogy kilépjenek a maguk képzetes
vilagabol, apro 1épésekben kisebb ki-
sérletekkel, majd egyre komolyabb és
feleldségteljesebb valos folyamatokban
visszakeriiljenek a tapinthatd és még
alakithat¢ vildgunkba.
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