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MATEMATIKA - RAJZOLVA
A SZEMLELTETES FONTOSSAGAROL A MATEMATIKABAN

Nem gondoltuk volna a hetvenes évek-
ben, hogy a rajz és az abrazolas ekkora
szerepet fog betolteni a matematika-
oktatasban. A matematikara akkor
is ugy tekintettek, mint a tudomany
szolgalojara. Ez a szolgald lehet szép
is, tetszetds is, szimmetrikus és aszim-
metrikus is. Ugyanakkor a szamtani
része, az algebra, azéta mintha kicsit
jobban fejlédott volna, mint a mértan.
Kifejlesztettitk az dbrazolé mértant,
sokat gyarapodott a muszaki rajz is.
Evszézadok tapasztalata, hogy az 4b-
razolds, a feladat szemléltetése nagyon
fontos és sokat segithet a megértésben
(Hamala, 1972). Az uj évezredben a
matematika 0j fejezeteket nyitott meg,
és ratért egy Ujabb, konnyebb, mér-
tani megoldasokat tartalmazé ttra
(Sydsaeter, 2001). A multban is nagy
szerepe volt az abrazolasnak, hiszen
a feladat érzékelhetébbé tétele éppen
abban rejlik, hogyan tudjuk azt mi-
nél egyszertibben szemléltetni, leraj-
zolni. S6t, geometriai modszerekhez
kell folyamodnunk, hogy gyorsabban
megértethessiik a szamfogalmakat, a
matematikai miveleteket (Nagyova
Lehocka, 2021). Mi a rajzolas fontos-
sagat hangsulyozzuk mar az évodas-
kortdl kezdve, hiszen rajzainkkal egy-
re pontosabban készitjiik el6 a valosag
megértéséhez az utat. Bemutatjuk, ho-
gyan képzeljiik el és mérjiik, hogy az
egyszerd feladvanyok tovabbfejleszté-
sével érthetdbbé vélik-e a maradékos
és maradék nélkili osztas (Nagyova
Lehockd, 2021). Bizonyosan kony-
nyebben értelmezhetd a valds és kép-
zetes szamok levezetése az abrakon
keresztil. A feltételes optimalizalds is
lehetséges a geometria segitségével. A
geometriai szemléltetés mara a statisz-
tikdban és a valdszinliségszamitdsban
is teret nyert (Vrabelova, 2001).

AZ ALAPOKTOL

Mar az oviban megtanulunk kivagni,
alakzatokat szerkeszteni. Amikor még
ardnyok hasznalata nélkil kell rajzol-
ni, akkor a gyermek képzeletvilaga
tikroz6dik az alkotdsban. Amikor
mar méretekkel taldlkozunk, akkor
ardnyaiban, részleteiben alaposabban

ismerkediink meg a valosdggal. Egy
majdnem szazéves tankonyv az alabbi
feladat alapjan 6szt6nozi a néhai pol-
gari iskolak tanuléit (Szenes, 1931):
Mennyi szabdlyos alakzatot, soksziget
talalunk a bal oldali dbrdn, s vajon va-
lamennyivel kitoltheté-e a sik rések nél-
kiil? Példaul: maradék nélkil ki tud-
juk-e tolteni a teret, ha csak az egyik
fajta egyenlGoldalt hdaromszogbél sze-
retnénk azt megtenni. Egy kovetkezd
feladat pedig egy élelmiszerkamréban
jatszodik. Mennyi hétdecis és bébiételes
befbttes iiveg helyezhetd a polcra, illetve
egymads folé, ha igy is raktarozhat6 a
két bef6tt?

1. dbra: 60 fokos szogben parhuzamos
egyenesekkel és szakaszokkal hatarolt
sikrész a bal oldalon, kozépen egy polcra
vizszintesen és fiiggolegesen (jobb oldali
abra) helyezend6
2 tipust bef6ttes tiveg (sajat szerkesztés)

Természetesen ezek a feladatok meg-
oldhatok korzével és vonalzoval, de szi-
nes papirok segitségével kivagott alak-
zatok egymas mellé helyezésével is.

INNEN ELRUGASZKODVA,

A KOZEPISKOLAS MATEKHOZ
Ilyen modon kellene egyértelmiien
a magyarazatokat mindig szemléltet-
ni, hogy az egyre nehezebb feladatok
is kénnyedén felfoghatokka valjanak.
Ha minél kisebb helyet akarunk hagy-
ni a polcokon, és varidlunk, mennyi
a maximalisan elhelyezhetd 2 tipust
beféttes iiveg, akkor mar csak egy 1é-
pés valaszt el a maradékos osztas meg-
értésétél (Nagyova Lehocka, 2021):

2. dbra: A maradék nélkili osztds 6 = 3.2 + 0;
maradékos osztas érzékeltetése 7 =3.2 + 1
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A maradék nélkili és maradékos
osztas segitségével pedig a szamfogal-
mak fejlesztéséhez jutunk el. Igy val-
nak szemléltethetévé a racionalis és
valds szamok.

A fizikdban azonban eljutottunk a
véges fogalomhoz, illetve hogy meddig
is felezhet$ egy magnes. Kettéflirészel-
ve Ujabb két magnes, majd négy, ezt
kovetden 8 keletkezik. A fizikusok sze-
rint addig szeletelhetiink, amig a leg-
aprobb magnes is még magneses tu-
lajdonsagot mutat. Egy el6z6 szamban
bemutattuk a nullaval val6é osztist,
ami pedig végtelent jelent, ha a szer-
kesztésben a parhuzamoson mér nem
taldlunk metszéspontot. Igy szemlél-
tethetévé lenne az osztas: .
A nullaval valé osztds a matematiku-
sok szerint még értelmezhetetlen, de
bizonyithatéan abrazolhat6. A mate-
matikusok szempontjabodl a végtelen
mar értelmezett a kibvitett valds sza-
mok halmazan, de a fizikusok szerint
mindennek nincs értelme, hiszen a
valé vilagunk véges szamu részecskét,
elemet tartalmaz. Tehat a végtelennek
felesleges nagy jelentdséget tulajdoni-
tani (Hossenfelder, 2019).

Mis szamok szemléltetését is le-
hetévé teszi a mértan, mai nevén a
geometria. Magyar nyelven az ima-
gindrius szam fogalmat legel6szor
a Nyitran kiadott, Ferenczi Jozsef
kegyestanitorendi (piarista) szerzetes
koényvében talaljuk, amelyet 1887-ben
nyomtattak ki a mennyiségtant ked-
velé kozéptanodai ifjusag szamara. Itt
igy vezetik le a kvaterniok fogalmat:
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3. abra: Komplex képzetes szimok mértani
magyarazata

Erdemes elolvasni a magyarédzatot
is hozza, ami 135 évvel ezel6tti, régies
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nyelven irodott: , Az egymdsra merdle-
ges két vectoregység hdnyadosa scaldris
nem lehet”. Figyeljiik csak meg, az
irany még nincs nyillal jelezve, de a
forgatds koriilirdsaval érthet6vé lesz:
Hogyha , bizonydra , ekkor
a bal oldalak szorzata £.='=-1. Mig
a jobb oldalaké q.9=q’, eszerint q*=-1.
A nyitrai piaristaknal tanité szerzetes
igy szemléltette a kvaterniot (q). Nagy
jovét is josolt a felhasznalasukban, ami
be is valt. Ily modon dbrazolas segitsé-
gével konnyebben érthet6 a komplex,
imaginarius, tehat képzetes szam, amit
a szerz6 egyszerll forgatassal magya-
raz.

IGY JUTUNK EL A FELSOFOKU
MATEMATIKAIG

Ki hinné, hogy egyszert teriileti abra-
zolassal kiszamolhat6 annak az esélye,
hogy egy fiu és egy lany taldlkozik-e?
A két személy a megbeszélésiik alapjan
12 és 13 dra kortl szeretne taldlkozni,
és egyforma feltételeket szabnak egy-
mas iranyaban. Fiiggetleniil egymas-
tol érkeznek, és ugy dontenek, hogy
az el6bb érkezé fél maximalisan 20
percet hajlandé varni a masikra (to-
lerancia), miutan tavozik. Bizonyitot-
tuk mar, hogy az Osszeadds, kivonas
egy szamtengelyen szemléltethetd, a
kétismeretlenes egyenlet 2 egyenessel,
az egyenl6tlenség pedig félsikokkal
abrazolhatd. Tehat mi a valdszind-
sége annak, hogy taldlkoznak? Ma-
tematikai nyelven fogalmazva, ha 20
perc = 1/3 6ra, akkor ha az A személy
érkezik el6bb, x <y, igyy <x+1/3. Ha
a B személy érkezik el6bb, y < x, igy
x <y + 1/3, ezt atalakitva x - 1/3 <y,
az egyenldségjellel egyeneseket feje-
ziink ki, az egyenldtlenségek pedig
télsikokat adnak.

A geometriai megoldasa a feltéte-
leknek az als6 egyenes feletti és az felsé
egyenes alatti félsikok kozos halmaza,
ami egy sav, ezek a feltételek, ami egy
egyszer egy oras idéintervallum négy-
zetébdl vagatik ki.

4. abra: A két fiatal talalkozasanak lehetséges
feltétele a kompakt mez, ami az 1x1 négy-
zet része (sajat szerkesztés)

Az 6sszlehetéség az egész egységnyi

terilet 1x1=1 része: , a talalko-
z4s esélye , tehat csak 55,555
szazalékos.

S ha mar feltételekrél beszélink,
meg kell, hogy emlitsiik a feltételes op-
timalizalast. Ennél a modszernél pedig
a félsikok és a pozitiv tengelyek altal
bezart sikrész adja a feltételek halma-
zéat (satirozott részek az 5. abran). Ha
a feltételek halmazabdl kivett szam-
parosokat vizsgaljuk a fé fliggvény
szempontjabol, akkor az alakzatokhoz
a f6 figgvény parhuzamosaival kozeli-
tiink feliilrél, ha maximalis nyereséget
szeretnénk elérni, ha minimalis vesz-
teséget és kiadast, akkor a jobb oldali
abran lathaté minta szerint kozelitiink
a termelési fliggvény parhuzamosa-
ival a feltételek kozds halmazidhoz
(Sydsaeter, 2006).

5. dbra: Fent balra egy maximalis értéket,
jobbra minimalis értéket kapunk, parhuza-
mos egyenesek kozelitésével. Lent a kozos
halmazhoz koncentrikus korokkel kézeli-
tiink (szerkesztés: sajat 6tletek alapjan)

Geometriai tGton megallapitha-
to a vallalkozok mozgastere is. Ezt
a termelés altal kialakitott legalsé nem
atléphetd szinttel tudjuk behatdrolni.
Ha egy termelési fiiggvény az aldbbi
egyenlettel irhato le: 5xy - x2- 3y?, ak-
kor a margindlis Osszetevéire pedig
a derivaltjaik egyenl6tlenségeit kell

megvizsgalni: MPD = =5y - 2x¢és

MPD = Z—f/ = 5x - 6y, amelyek nulla-
val vald egyenléségiiknél egyeneseket
adnak. Mivel a fenntarthat6sdg szem-
pontjabol a > jelet kell alkalmazni, igy
ismét félsikokrol van sz6. A megoldas
a két félsik kozos halmaza, a korridor,
ami egyfajta GPS-ként szerepelhet a
vallalkozdi szféraban. Az egyenlétlensé-
gek 5y -2x>0 és 5x- 6y >0 félsikokkal
vannak abrazolva, egy monopolista

pedig az ar és mennyiség fliggvényé-
ben diktélhat P, = 40-Q, ; P,=30-Q,
a nyereség pedig m = P,Q, + P,Q,- 6C
= 40Q,- Q7+ 30Q,- Q,*- 6Q, - 6Q,
ami teljes négyzetté vald alakitasa-
kor nem mas, mint két kor. Ha pedig
a két kor belsejét abrazoljuk a pozitiv
siknegyedben és kozelitiink a f6 fligg-
vény parhuzamosaival, geometriai
uton megkaphatjuk az optimumot
(Fecenko, 2004).

6. abra: A 0,83 és 0,4 irdnytényez6jl egye-

nesek kozé beékelt korridor, két kor belseje

és a pozitiv siknegyed kozos halmaza, koze-

litve a termelési fiiggvény parhuzamosaival
(sajat szerkesztés)

BEFEJEZES

Nagyon sokan életiik kés6bbi szakasza-
ban débbennek csak ra, milyen fontos
megalapozni a szemléltetést mar az
6vodaban. Az ollézasoknak, kivagasok-
nak Oriasi a szerepiik. A késGbbiekben
mar nem ollézunk, hanem csak elkép-
zeljiik, méretaranyosan rajzoljuk a fel-
adatokat, tologatjuk a parhuzamosokat,
nagyitjuk és kicsinyitjikk a koroket. Ki
hitte volna, hogy ilyen nagy jelentdség-
gel bir a szines papir az oviban, a vo-
nalzo és korzo az alap- és kozépiskolak-
ban. A geometriai kéziigyességet pedig
kamatoztatni lehet a szamelméletben a
valds és komplex szamok megértésénél,
a feltételes optimalizalasnal a kozgaz-
dasagi jellegli példaknal, a véllalkozoi
korridor meghatarozasandl (amibdl
veszélyes kilépni, mert jon az végrehaj-
td), valamint a statisztikdban is. Csak a
végtelen az, ami nem szemléltethetd, de
a fizikusok szerint a val¢ vilagban nincs
is értelme ezzel foglalkozni.
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